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1. Polinomios
Un polinomio es una expresién de la forma
ant™ + an_12" '+ - 4 a1z + ag,

donde los niimeros a; son complejos.

A partir de ahora, cuando hablemos de «un polinomio» nos referimos a uno de coeficientes
complejos, salvo se indique otra cosa. También asumiremos que se conocen las operaciones bési-
cas entre polinomios: suma, resta y multiplicacion.

Definicién. Si a, # 0 decimos que el grado del polinomio P(x) = a,z" + ap 12" L+ -+ +
a1z + ag es n. Denotamos por gra(P) al grado del polinomio P(x).
Observacion.

= Note que para que este definido el grado de un polinomio necesitamos al menos un término
no nulo. Sea P(z) = k un polinomio constante, si k # 0 entonces el grado de P(z) es 0. Si
k =0, es decir, si el polinomio es nulo decimos por convencién que su grado es —oo. Esto
es para que la siguiente propiedad sea vélida para cualesquiera polinomios P(z) y Q(x):

gra(P - Q) = gra(P) + gra(Q).
= Si trabajamos con la suma de dos polinomios, obtenemos la siguiente propiedad:

gra(P + Q) < mix{gra(P), gra(Q)}

Evaluacion de un polinomio.

Un polinomio P(x) tiene asociada una funcién polinomial que a cada nimero complejo r le
asocia el nimero P(r) que resulta de reemplazar x por r en la expresién de P(x) y hacer las
operaciones de suma, potencia, producto, etc:

P(r) = anr™ + an1r™ ' 4 -+ arr + ap.

Dos polinomios son idénticos si tienen los mismos coeficientes en términos de igual exponen-
te. Naturalmente, si P(x) y Q(z) son polinomios idénticos se cumple que P(r) = Q(r), para
todo nimero complejo r.

Problema 1. Los polinomios mostrados son idénticos:

(1‘1000 + xlOOl + 2)1002 =ay+ax+---+ Gn(L'n.
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Determine el valor de ag + a9 + a4 + ag + - - -.

Solucion. Como tenemos una identidad de polinomios podemos evaluar en cualquier niimero
complejo y obtendremos una igualdad. Si evaluamos en x = 1 obtenemos:

A% =g+ ay+az+agtag+- .
Si ahora evaluamos en £ = —1 obtenemos:

21992 = a5 —a; +ay —az+as — -
Al sumar las dos ecuaciones obtenemos:

41002 4 91002 — 940+ a9 + 2a4 + - - - .
En consecuencia, la suma pedida es igual a 22093 4 21001,
Problema 2. Sea Q(z) un polinomio, a y b nimeros reales tales que:
2 432" 46 = (2 +1)- P(x) +ax +b,
halle los valores de a y b.
Solucion. Evaluamos en x = ¢ (unidad imaginaria) y obtenemos:
1-3i+6=0-P(i) +ai+b = ai+b=7-3i,

como a y b son reales, concluimos que a = -3y b=17.

2. Raices de un polinomio y Teorema Fundamental del Algebra

Sea P(x) un polinomio y r un nimero complejo. Decimos que r es una raiz de P(x) si

P(r)=0.

Teorema Fundamental del Algebra. Sea n un entero no negativo. Un polinomio de coefi-
cientes complejos y grado n tiene exactamente n raices complejas (puede haber raices multiples).

Corolario. Un polinomio no nulo tiene un nimero finito de raices, o dicho de otra forma:
Si un polinomio tiene infinitas raices entonces es el polinomio nulo.

Problema 3. Un polinomio cumple que

;qué tipo de polinomio es P(x)?

Solucion. Sea k un complejo tal que k = P(1) = P(2) = P(3) =--- = P(n) = - - -. Definimos
el polinomio Q(z) = P(x) — k, entonces Q(n) = P(n) — k = 0, para todo entero positivo n. Es
decir, todos los enteros positivos son raices de Q(x).
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Problema 4. Un polinomio de coeficientes reales cumple que
P(1)2 — P(2)2 — P(3)2 - = p(n)2 - ...

;qué tipo de polinomio es P(x)?

Problema 5. ;Qué polinomios de coeficientes reales son periddicos? Es decir, para que po-
linomios P(z) de coeficientes reales existe un nimero 7' (llamado periodo) tal que P(z +T) =
P(x), para todo z.

Solucion. Tenemos que P(0) = P(T) = P(2T) = P(3T) = ---, con el mismo proceso que
hicimos en el Problema 3, demostramos que P(z) es constante.

Problema 6. Se sabe que existe un polinomio P(x) de coeficientes reales tal que, para todo
entero positivo n, se cumple que:

1100 | 9100 4 3100 . 4 100 _ p(py.

Para dicho polinomio P(x), calcula los valores numéricos de P(0), P(—1) y P(-2).

Solucidén. Notemos que:
Pn+1)=Pn)+ n+1)'° vnez (1)
Si definimos el polinomio
Q(z) = P(x +1) — P(z) — (z 4+ 1)'%,

por (1), tenemos que Q(n) = 0 para todo n € ZT, es decir, el polinomio Q(x) tendrfa infinitas
raices, y esto es posible solamente si Q(x) es el polinomio nulo. En particular tendriamos que
Q(z) = 0 para todo z real, en consecuencia:

Px)=Px+1)— (z+ 1) vzeR.

Haciendo z = 0:
PO)=P(1) -1 =1-1=0.

Haciendo x = —1:
P(—1) = P(0) — 0" = 0.

Haciendo x = —2:
P(—2)=P(-1) - (-1 =0-1=—1.

Hemos demostrado que P(0) = P(—1) =0y P(-2) = —1.
3. Algoritmo de la divisiéon y Divisibilidad de Polinomios

Algoritmo de la divisién. Dados los polinomios A(z) y B(z) (no nulo), existen los poli-
nomios Q(z) y R(z) tales que

A(z) = B(z) - Q(x) + R(x),

y ademds gra(R) < gra(B).
Observaciones.
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» Se puede demostrar que los polinomios Q(z) y R(x) son tdnicos.

» El polinomio Q(x) es llamado cociente y R(z) es el resto.

» Si A(z) y B(z) son de coeficientes reales entonces Q(z) y R(x) también lo son.
» Si A(z) y B(z) son de coeficientes racionales Q(z) y R(x) también lo son.

» Si A(x)y B(x) son de coeficientes enteros y B(x) es ménico, entonces Q(z) y R(x) también
son de coeficientes enteros.

Definicién. Decimos que el polinomio A(z) divide al polinomio B(z) si existe un polinomio
Q(x) tal que A(z) - Q(z) = B(zx). También se puede decir que B(z) es divisible por el polinomio
A(x), o que A(z) es un factor de B(x).

Teorema del resto. El resto de dividir P(z) entre (x — a) es P(a).

Prueba. Como el divisor es de grado 1, el resto es una constante, luego:
P(z) = (v —a)- Q) + K,

donde k es el resto. Al considerar x = a obtenemos P(a) = k, es decir, el resto k es igual a P(x).
Corolario. Si r es raiz del polinomio P(x) entonces (x — r) es un factor de P(z).

Problema 7. Sean a y b nimeros reales diferentes. Suponga que los polinomios (x — a) y
(x — b) son ambos factores de P(x). Demuestre que P(z) es divisible por (z — a)(z — b).

Prueba. Como P(z) es divisible por (z — a), existe un polinomio Q(z) tal que P(x) =
(x —a) - Q(z). Como P(x) es divisible por (z — b) entonces P(b) = 0, luego, al hacer x = b en
la ecuacién P(z) = (x — a) - Q(x) obtenemos:

0=(b—a) Q)

y como a # b concluimos que Q(b) = 0, es decir, el polinomio Q(z) es divisible por (z — b).
Existe un polinomio 7'(z) tal que Q(z) = (x —b) - T'(x). Al reemplazar obtenemos:

P(z) = (z = a)(z = b) - T(z),
con lo cual concluimos que P(z) es divisible por (z — a)(xz — b).

Problema 8. Hallar todos los enteros positivos n para los cuales el polinomio x™ + 1 es
divisible por el polinomio 22 + 1.

Solucién. Para que sea divisible debe existir un polinomio P(z) tal que 2" +1 = (z2+1)-P(z).
Haciendo =z = i obtenemos que " + 1 = 0, y esto implica que n = 4k + 2, para algiin entero
k. Ahora, si n = 4k + 2 el polinomio %12 4+ 1 sf es divisible por 22 + 1, para emostrar esto,
podemos usar cocientes notables.

Problema 9. Halle todos los enteros positivos n para los cuales ™ — 1 es divisible por
2
-+ x+ 1.
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Problema 10. Al dividir el polinomio (z + 7)!% entre el polinomio #? — 2 — 1 se obtuvo

como resto el polinomio P(x). Calcula el resto de dividir P(2) entre 11.

Solucion. Sabemos que P(z) es de la forma az + b. Luego, por el algoritmo de la divisién
existe un polinomio Q(z) de coeficientes enteros tal que

(z+ 7)1 = (22 — 2 - 1)Q(z) + az + b.

Igualando 22 — x — 1 = 11 tenemos que 22 — 2 — 12 = (z — 4)(z + 3) = 0, por eso evaluaremos
rzendy —3.
Para x = 4 obtenemos:

4+ =42 -4-1)Q4) +4a+b
1110 =11 Q(4) + 4a + b
4da+b=0 mod 11. (1)
Para z = —3, obtenemos:
(=3) + 1) = ((-3)* = (=3) = DQ(=3) + (-3)a+b
4100 — 11 Q(=3) + b — 3a
b—3a=4"" méd 11.
Como 4% = 1024 =1 méd 11 entonces 419 = (410)10 =1 méd 11, luego:
b—3a=1 mdd 11. (2)
De (1) y (2) obtenemos
(4a+b)—(b—3a)=0—-1=-1 méd 11,
luego,
7a=-1 moéd1ll = a=3 mddl1l.
Reemplazando en (1) obtenemos
b=-4(3) = -1 mdd 11.
Finalmente,
P(2)=2a+b=2(3)+(-1) =5 mdd 11.
Problema 11. Determine todos los polinomios f de grado 3 tales que:
» f(x) + 2 es divisible por (z —1)2.
» f(x) — 2 es divisible por (x + 1)2.

Solucién. Existe un polinomio P(z) tal que f(x) +2 = P(x) - (x — 1)?, cambiando z por
—x obtenemos f(—xz)+2 = P(x) - (z + 1)2. Es decir, el polinomio f(—z) + 2 es divisible por el
polinomio (z+1)? al igual que el polinomio f(x)— 2. Luego, la suma de ellos también es divisible
por (z +1)2. Sea f(x) = ax® + bx? + cx + d, entonces [f(—z) + 2] + [f(z) — 2] = 2bx® + 2d es
divisible por (z +1)2. De lo tiltimo es facil concluir que b = d = 0, luego, f(z) +2 = az®+cz +2
es divisible por (z — 1)2. El cociente es un polinomio de grado 2, de coeficiente principal a y
término independiente 2, es decir:

az® + cx +2 = (x —1)* - (ax + 2).
Al desarrollar obtenemos que a =1y ¢ = —3.

30

Problema 12. Determine el resto de dividir el polinomio 23° — 2% + 72'2 entre el polinomio

2 +x+1.
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4. Ecuaciones de Cardano Viete

El teorema fundamental del algebra nos dice que toda ecuacién polinomial de grado n > 0
tiene exactamente n raices (puede haber raices repetidas). No demostraremos este teorema pues
exige de bastantes preliminares.

Consideremos la siguiente ecuaciéon polinomial de grado n:
ant™ + ap_12" '+ +ax+ag=0

Por el teorema fundamental del algebra existen exactamente n nimeros, en general complejos,
que son raices de esta ecuacién, digamos x1, x2, . . . , . Ahora consideremos la siguiente ecuacién
polinomial

an®” + ap_12" N+ a1+ ag — an(@ — 1) (@ — 22) -+ (2 — 3,) = 0.

Claramente tiene como raices a los n nimeros x1,zs,...,Z, y sin embargo el grado de esta
ecuaciéon es menor que n pues los términos de mayor grado se anulan. Aparentemente esto
contradiria el teorema fundamental a menos que esta ecuacién tenga grado cero y por tanto
el polinomio involucrado sea idénticamente nulo. Esto quiere decir que tenemos la siguiente
identidad de polinomios

anx™ + ap_12" 4+ arz+ag = ap(z — z1)(x —x2) - (x — xp)

Igualando coeficiente a coeficiente obtenemos las siguiente propiedades para las raices de la
ecuacién original:

Suma de raices:
—Qn—1

Qn

1 +2x0+ -+ =

Suma de raices tomadas de dos en dos:

an—2

T1To + 123+ -+ + Tp_1Tp =
n

Suma de raices tomadas de tres en tres

—Qp—3

T1X2x3 + x122T4 + - + Tp—2Tp—1Ty =
n

Asi de forma anéloga vamos intercambiando los signos hasta tener finalmente el producto de
raices:

a
T1To -+ Ty = (—1)”@—0
n

Estas formulas se conocen como Foérmulas de Cardano-Viete.

Problema 13. Sean «, 3, y v las raices de la ecuacién 23 — 2 — 1 = 0. Halla el valor de

l+a 148 1+7v
l—a 1-p5 1-—x

+ «

2
=1+ —a, hacemos lo mismo con S y =y, para obtener:

1
Solucion. Notamos que
11—« 1—«
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l+a 1+8 1+ 2« n 203 N 2~
l—-a 1-8 1—-~v 1—-a 1—-5 1-—4v
3

+3

Como « es raiz de la ecuacién, se cumple que a® — a — 1 = 0, entonces:

a°—1=«
(a-1)(a*+a+1)=a
9 Qo
1)=—2.
(a* +a+1) ]

Luego tenemos que
2a

= —20% — 2a — 2,
1l -«
y haciendo lo mismo para 8y ~:
2 2 2
@ 2 B g 90 9n 9 98 925-2-92_9y_2+3
l—a 1= 1—«
= 2*+ 82+ - 2a+B+7) -3 (2)

Ahora aplicaremos el Teorema de Cardano-Viete. De la ecuacién, tenemos que:
a+B+v=0,
af+yB+ay=-1 (3)
Como (a+ 8+ 7)? = 0, entonces:
o+ B+ 72+ 2B+ B +ay) =0
o®+ B2+ 42 4+2(-1)=0
o’ + 57 +97 =2 (4)
Reemplazando (3) y (4) en (2):

2a0 23 2~
=-2(2)—-20)-3=—
1—a+1—,8+1—'y+3 (2) —2(0) -3 7,

luego:
Il+a 1+8 1+~v

l1—a 1—ﬁ+1—’y

Problema 14. Sean p, ¢, las raices de la ecuacién 72> — 22 — 1 = 0, determine el valor de

-7

1—p 1—q 1—r
1+p +_1+q +_1+r'

1
Problema 15. Si a,b, ¢, d son las raices de la ecuacién z* — 323 + 1 = 0, calcula — + G +
a
1 1
P + ek
Solucién. Como a es una raiz de la ecuacién dada, entonces a* — 3a® + 1 = 0, de donde:
1

—=3—a.
a3

1 ., .
Ahora, para conseguir —, elevamos la ecuacion anterior al cuadrado
a
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y obtendremos ecuaciones similares para las raices b, ¢ y d. Al sumar estas nuevas ecuaciones
obtenemos:

1 1 1 1
$+b—6+c—6+—6:(3—a)2+(3—b)2+(3—c)2+(3—d)2

d
=36+ (a* + v+ +d*) —6(a+b+c+d). (1)
Por las férmulas de Cardano, aplicadas a la ecuacién z* — 3z® + 1 = 0, obtenemos

a+b+c+d=3
ab+ ac+ ad + bec+ bd + cd =0,

y ademas, usando la identidad
(a+b+c+d)?=a®>+b*+c+d*+2(ab+ ac+ ad + be + bd + cd),

concluimos que a? + b% + ¢ +d?> = 9.
Finalmente, reemplazando los valores obtenidos en (1), obtenemos:

1 1 1 I B
$+ﬁ+g+$—36+9—6x3—27.
Problema 16. Sean x1, xo, ..., x, las raices de la ecuacion polinomial

2"+t 1=0,
Pruebe que
1 1 . 1
1—x 1— 2o 1—2,

n
5 .

5. Polinomios en ecuaciones funcionales

Problema 17. Hallar todos los polinomios P(z) tales que P(2z) = P(x).

Solucion. Sea a = P(1) = P(2) = P(4) = P(8) = ---, en general tenemos que a = P(2")
para todo entero no negativo n. Definimos el polinomio Q(X) = P(z) — a, entonces todos los
numeros de la forma 2" son raices de Q(z), esto implica que Q(x) es el polinomio nulo, con lo
cual tendriamos que P(x) = a, es decir, el polinomio P(z) es constante.

Problema 18. Hallar todos los polinomios P(z) tales que
(x —16)P(2x) = 16(x — 1)P(x).

Solucion. Como tenemos una identidad, hacemos x = 1 y obtenemos que P(2) = 0; y si
hacemos = = 16 obtenemos que P(16) = 0. Por lo tanto, 2 y 16 son raices de P(x), luego, existe
un polinomio Q(z) tal que

P(z) = (z - 2)(x - 16)Q().

Al reemplazar en la condicién inicial obtenemos:

(z —8)Q(2r) = 4(z — 2)Q(). (1)

Haciendo = = 2 obtenemos que Q(4) = 0; y haciendo = 8 obtenemos que Q(8) = 0. Por lo
tanto, 4 y 8 son raices de Q(x), luego, existe un polinomio R(z) tal que

Q) = (z —4)(z — 8) R(x).
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Al reemplazar en (1) obtenemos R(2x) = R(x), que por el problema anterior ya sabemos que
R(z) tiene que ser constante (de hecho, cualquier polinomio constante cumple esa condicion).
Con lo anterior concluimos que Q(z) = k(x — 4)(x — 8) y en consecuencia

P(z) =k(z —2)(x — 4)(x — 8)(x — 16),
donde k es cualquier constante.

Problema 19. ;Cudntos polinomios p(x) de grado mayor o igual que 1 y de coeficentes
enteros cumplen la condicién 16p(z?) = [p(2)]?, para todo ntimero real x?

Solucion. Sea n el grado del polinomio y sea p(z) = ap,2™+a,_ 12" '+ - -+a1r+ag, entonces

p(2?) = an2® + ap_12”" 2 4+ iz’ +ag, ¥
p(2z) = 2"a, 2" + 2" g 12" 4 4 2a1 + ag.

En la igualdad 16p(z?) = [p(2)]?, los coeficientes principales tienen que ser iguales:

16p(2?) = 16a,z*" + ...
[p(22))* = 2*"a2a™ + ...
entonces
16a, = 2*"a? — 2*"q, = 16,

donde las tnicas soluciones son n =1 6 n = 2, pues a,, es entero.

» Primer Caso: n = 1, esto implica que a,, = a; = 4. Luego el polinomio p(z) es lineal y
tenemos que p(z) = 4z + ag. Reemplazando en la identidad inicial obtenemos

16(42% 4 ag) = (8 + ag)? = 64x* + 0x + 16ag = 642” + 16apz + a?,

como ambos polinomios son idénticos tenemos que 16ag = 0 y por ende ag = 0. En este
caso concluimos que p(z) = 4z, que es solucién pues satisface la identidad inicial.

» Segundo Caso: n = 2, esto implica que a,, = ag = 1, luego p(z) es un polinomio cuadratico
de la forma p(x) = 2% + a7 + ag. Reemplazando en la identidad inicial tenemos

16(z* + a12? + ap) = (422 + 2a1x + ap)?
= 16z + 16a12% 4 16ag = 162" + 16a;,2> + (4a} + 8ag)z? + 4aapz + al
— 022 4 16a12° + 0z + 16ag = 16a12> + (4a? + 8ag)z? + 4ajapz + ag,

por ser polinomios idénticos los coeficientes respectivos son iguales, luego 16a; = 0 de
donde a; = 0 y ademés 4a? + 8ag = 16a; de donde ag = 0. En este caso p(z) = 22, que
claramente satisface la igualdad inicial.

2

Finalmente p(z) = 4z y p(z) = x* son los tnicos polinomios que cumplen la condicién del

problema.

Problema 20. Hallar todos los polinomios P(x) tales que P(z?) = [P(x)]?.

2

Solucion. Podemos comprobar que « es raiz de P(z) siy sélo si a” es raiz de P(x), donde
2 .4 .8 .16

a € C. Sea r € C una raiz no nula de P(x), entonces r=,r* r° r'° ... también son raices.
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Si |r] > 1 entonces todos los nimeros anteriores serfan diferentes porque sus moédulos van
aumentando, lo cual implicard que el polinomio tiene infinitas raices; y pasaria algo similar si
|r| < 1. Por lo tanto, concluimos que |r| = 1. Sea r = ¢, con 0 < # < 2, por la propiedad
enunciada al inicio, tendriamos que todos los siguientes nimeros también son raices de P(x):
eig, ei%, ei%, .... 510 > 0 el polinomio tendria infinitas raices, en cambio si § = 0 tendriamos
que r = 1. Es decir la 1nica raiz no nula puede ser el 1. Pero si 1 es raiz entonces —1 también
es raiz, lo cual seria una contradiccion.

Finalmente, concluimos que hay dos posibilidades: El polinomio tiene infinitas raices, o el
polinomio no tiene raices no nulas. En el primer caso es el polinomio nulo y en el segundo caso
el polinomio es P(x) = 2™, que claramente cumple la condicién.

6. Problemas propuestos

1. Sea P(z) un polinomio tal que:
z-Plx+1)=P@?+1), VzcR.

a) Si P(3) = 2, halla el valor de P(5).

b) ;Existe un polinomio que satisface todas estas condiciones?

2. Sea P(x) un polinomio ménico y de grado n, tal que P(i) = ¢ para ¢ = 1,2,...,n. Si
P(n+ 1) = 126, calcula el valor de n.

3. Sea P(x) un polinomio cuadrético de coeficientes reales, tal que:

2% =22 4+ 2 < P(x) < 222 — 42 + 3,

para todo niumero real z. Suponga que P(11) = 181, calcula P(16).

4. Sea f(z) = (x1958 + 21957 + 2)1999 = g4 + ay2 + - - - + a,2™. Determine el valor de

ai a2 g4 as
agp 5 5 + as 5 5 + ag

5. Sean 71,79, 73 las raices de la ecuacién 22 + 3z + 1 = 0, determine el valor de
(rf + 1+ 1)(r3 + 2+ 1)(r3 + 73+ 1),

6. Determine todos los polinomios f de grado 5 tal que:

» f(x) + 1 es divisible por (x — 1)3.
» f(x) — 1 es divisible por (x + 1)3.

7. Determine el resto de dividir 2195 — 1 entre (22 + 1)(2? + z + 1).

8. Sean a, b, ¢ las raices de la ecuacién x® + 322 + 52 + 7 = 0. Sea P(x) un polinomio ciibico
tal que P(a) =b+c¢, P(b)=c+a, P(c)=a+by P(a+b+c) = —16. Halla P(0).
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10.

11.

12.

13.

. Hallar todos los polinomios R(x) tales que R(2x) = 4R(x).

Hallar todos los polinomios S(z) tales que S(2z) = 325(x).

Sea P(x) un polinomio cuadrético de coeficiente principal igual a 1. Suponga que los po-
linomios P(z) y P(P(P(z))) tienen una raiz en comun, demuestre que P(0)P(1) = 0.

. Para qué valores de n se cumple que 22 + x + 1 es un divisor del polinomio z?" + 2" + 1?7
Halle todos los pares de enteros positivos (m,n) tales que el polinomio 1+2z+ 2%+ - -+ 2™
divide a 1 + 2™ + 2?2 + - - - + ™",
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